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１　引言
　　有限混合模型（ＦｉｎｉｔｅＭｉｘｔｕｒｅＭｏｄｅｌ，ＦＭＭ）是分析
复杂现象的一个灵活而强有力的建模工具，其主要特

征就是通过混合多个概率密度函数以代替单个概率密

度函数，从而能够很好地逼近任意具有多峰特征的概

率密度分布，这是单一概率密度函数所无法企及的．近
年来，ＦＭＭ被广泛应用于模型识别、机器学习、数据挖
掘、计算机视觉、生物信息学等不同领域．在这些领域
里，ＦＭＭ被用来完成诸如概率密度函数估计、聚类、分
类等任务．由于其具有表达式简单、计算方便等特点，高

斯混合模型（ＧａｕｓｓｉａｎＭｉｘｔｕｒｅＭｏｄｅｌ，ＧＭＭ）已成为目前
最普遍应用的一种概率混合模型．但是实际数据多具
有非线性、非高斯特性，如拖尾数据［１］、倾斜数据［２］、有

界或半有界数据［３］，ＧＭＭ不能准确地描述这些非高斯
数据．为了解决该问题，国内外许多学者相继提出了多
种非高斯混合模型，如 ＢＭＭ［３］、狄利克雷混合模型［４］、

贝塔刘维尔混合模型［５］、韦伯混合模型［６］等．
ＦＭＭ研究的一个重要的工作是确定混合模型的分

量数，即进行模型选择．过多的分量混合容易引起模型
过适应，没有理想的泛化性能；而过少的混合分量容易
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使得模型缺乏柔韧性，无法精确地逼近真实模型概率

分布．模型选择问题是一个很复杂而且相当困难的问
题．许多学者对其进行了研究并提出了大量的模型选
择方法，可以将其分为两类：确定性学习算法和 Ｂａｙｅｓ
ｉａｎ学习算法．确定性学习算法［７］通常为目标函数引入

某种信息准则，如最小信息长度，并利用 ＥＭ算法来确
定混合分量数．确定性算法对初始参数很敏感、计算耗
时、泛化能力较弱，无法应用于大规模数据集的环境．
Ｂａｙｅｓｉａｎ学习算法视模型参数与混合分量数为随机变
量，并将参数与分量数的点估计转化为求其后验分布，

从而避免了参数学习过程中的过拟合问题．但对于大
多数ＦＭＭ，求解模型真实后验分布是不可行的．目前多
采用近似推理算法来解决该问题．虽然只要有足够多
的采样，马尔科夫链蒙特卡洛算法就能以较高的精度

逼近真实后验分布，但由于大数据集计算量太大，而且

判断一条马尔科夫链何时收敛也是一个难以解决的问

题，因此一些快速近似推理算法相继被提出．变分推理
用易处理的一簇分布来逼近隐变量的后验分布，最大

化变分参数的观测对数似然下界（ＥｖｉｄｅｎｃｅＬｏｗｅｒ
Ｂｏｕｎｄ，ＥＬＢＯ）来求得变分后验分布，从而加快算法参数
学习速度．

近年来，变分推理广泛应用于概率混合模型的学

习与推理．但对于许多非高斯混合模型，由于其表达式
复杂，从而使得观测变量与隐变量的联合分布的期望

难以直接计算．因此，利用传统的变分推理对这类非高
斯混合模型进行推理时无法得到闭式的后验分布．例
如，常用于有界非高斯数据建模的 ＢＭＭ就属于这类非
高斯混合模型，其定义为若干个多维 Ｂｅｔａ分布的线性
组合．由于ＢＭＭ代表的密度函数中存在 Ｂｅｔａ函数，无
论利用常用的 ＥＭ算法还是变分贝叶斯学习算法都难
以获得模型参数的估计值．因此，ＢＭＭ的学习与推理成
为一个极具挑战性的课题．为解决该难题，Ｍａ等［３］提出

了一种基于多下界的扩展变分推理算法（简记为

ＢＭＭＭ）．ＢＭＭＭ算法通过最大化初始ＥＬＢＯ的多个不同
下界来求得后验分布的解析解，存在收敛性难以得到

保障、收敛速度慢、估计精度差等问题．因此，本文对
ＢＭＭ提出一种新颖的基于单下界的扩展变分推理算法
（简记为ＢＭＭＳ）．该算法将参数估计与模型选择纳入统
一框架，通过最大化初始ＥＬＢＯ的唯一下界来求得后验
分布的解析解．在仿真数据上的实验结果以及在目标
分类问题上的应用均验证了本文所提算法的有效性和

可行性．

２　贝塔混合模型

　　设 Ｘ＝［ｘ１，…，ｘＮ］
Ｔ为独立同分布的随机观测数

据集，其中ｘｎ＝［ｘｎ１，…，ｘｎＤ］
Ｔ∈ＲＤ，且０＜ｘｎｄ＜１，ｄ＝１，

…，Ｄ．如果每个ｘｎ的概率密度函数表示如下：

ｐ（ｘｎ｜Π，Ｕ，Ｖ）＝∑
Ｍ

ｍ＝１
πｍＢｅｔａ（ｘｎ｜ｕｍ，ｖｍ）

＝∑
Ｍ

ｍ＝１
πｍ∏

Ｄ

ｄ＝１
Ｂｅｔａ（ｘｎｄ｜ｕｍｄ，ｖｍｄ） （１）

则 Ｘ服从贝塔混合分布，对应的模型为贝塔混合
模型［３］．

其中，Ｍ为混合分量个数；Π＝［π１，…，πＭ］
Ｔ为混

合系数矢量，πｍ为混合系数，即第 ｍ个分量的先验概
率，它满足式（２）中定义的限制条件．

０
!πｍ !１，∑

Ｍ

ｍ＝１
πｍ＝１，ｍ＝１，…，Ｍ （２）

Ｂｅｔａ（ｘｎ｜ｕｍ，ｖｍ）是给定ｘｎ来自于第ｍ个成分的类条件
概率密度；ｕｍ和 ｖｍ表示第 ｍ个成分的参数，Ｕ＝［ｕ１，
…，ｕＭ］，Ｖ＝［ｖ１，…，ｖＭ］，ｕｍ ＝［ｕｍ１，…，ｕｍＤ］

Ｔ，ｖｍ ＝
［ｖｍ１，…，ｖｍＤ］

Ｔ；Ｂｅｔａ（·）为贝塔分布的概率密度：

Ｂｅｔａ（ｘｎｄ｜ｕｍｄ，ｖｍｄ）＝
Γ（ｕｍｄ＋ｖｍｄ）
Γ（ｕｍｄ）Γ（ｖｍｄ）

ｘｕｍｄ－１ｎｄ （１－ｘｎｄ）
ｖｍｄ－１

（３）
式中，０＜ｘｎｄ＜１，ｕｍｄ和 ｖｍｄ称为形状参数，且均是正数；

Γ（·）为 Ｇａｍｍａ函数，定义为 Γ（ｓ）＝∫
"

０
ｅ－ｘｘｓ－１ｄｘ，ｓ

＞０
通过对样本建立Ｂａｙｅｓｉａｎ框架，采用 Ｂａｙｅｓｉａｎ估计

算法可获得模型参数的估计值．对 ｘｎ分量引入标记向

量Ｚｎ＝［ｚｎ１，…，ｚｎｍ］
Ｔ，ｚｎｍ∈｛０，１｝，∑

Ｍ

ｍ＝１
ｚｎｍ＝１ｚｎｍ表示

ｘｎ来自于第ｍ个混合分量的概率．观测数据 Ｘ的条件
概率密度函数可以写为：

ｐ（Ｘ｜Θ）＝∏
Ｎ

ｎ＝１
∏
Ｍ

ｍ＝１
∏
Ｄ

ｄ＝１
Ｂｅｔａ（ｘｎｄ｜ｕｍｄ，ｖｍｄ[ ]）ｚｎｍ

（４）

式中，Θ＝｛Ｚ，Ｕ，Ｖ｝，Ｚ＝［Ｚ１，…，Ｚｎ］
Ｔ．给定混合系数

Π，隐变量Ｚ的条件概率密度函数可以表示为：

ｐ（Ｚ｜Π）＝∏
Ｎ

ｎ＝１
∏
Ｍ

ｍ＝１
πｚｎｍｍ （５）

假设所有的模型参数Ｕ和 Ｖ相互独立，选择 Ｇａｍ
ｍａ分布作为其先验分布，即

ｐ（Ｕ｜α，β）＝∏
Ｍ

ｍ＝１
∏
Ｄ

ｄ＝１

βαｍｄｍｄ
Γ（αｍｄ）

ｕαｍｄ－１ｍｄ ｅ
－βｍｄｕｍｄ （６）

ｐ（Ｖ｜Ｓ，Ｔ）＝∏
Ｍ

ｍ＝１
∏
Ｄ

ｄ＝１

ｔｓｍｄｍｄ
Γ（ｓｍｄ）

ｖｓｍｄ－１ｍｄ ｅ
－ｔｍｄｖｍｄ （７）

式中，α＝｛αｍｄ｝，β＝｛βｍｄ｝，Ｓ＝｛ｓｍｄ｝，Ｔ＝｛ｔｍｄ｝．
所有未知变量和观测样本数据的联合分布的概率

密度函数表达式为：

ｐ（Ｘ，Θ｜Π）＝ｐ（Ｘ｜Θ）ｐ（Ｚ｜Π）ｐ（Ｕ｜α，β）ｐ（Ｖ｜Ｓ，Ｔ）
（８）

式中包含了Ｚ、Ｕ和 Ｖ三个随机变量．由贝叶斯定理可

８８７１
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知，边缘似然函数的计算涉及到多重积分，而且由于贝

塔分布的概率密度函数表达式复杂，求解十分困难．下
一节将看到扩展变分推理如何解决这个难题．

３　ＢＭＭ的扩展变分推理

　　传统的变分推理的目标函数为［８］

Ｌ（ｑ）＝［ｌｎｐ（Ｘ，Θ｜Π）］Θ－［ｌｎｑ（Θ）］Θ （９）
式中，［·］Θ表示对变量 Θ求期望，ｑ（Θ）表示是关于
变量Θ的真实后验分布的一个近似分布．由于ＢＭＭ中
存在Ｂｅｔａ函数，使得期望值［ｌｎｐ（Ｘ，Θ｜Π）］Θ难以计
算．在文献［７］中提出的单下界扩展变分推理算法为解
决该问题提供了一个有效的解决方案，关键在于找到

一个满足式（９）的辅助函数 珓ｐ（Ｘ，Θ｜Π）．
［ｌｎｐ（Ｘ，Θ｜Π）］Θ［ｌｎ珓ｐ（Ｘ，Θ｜Π）］Θ （１０）

变分下界可以重写成式（１１）表示的形式．
珘Ｌ（ｑ）＝［ｌｎ珓ｐ（Ｘ，Θ｜Π）］Θ－［ｌｎｑ（Θ）］Θ （１１）

则每个参数的变分后验分布的通解表达式为：

ｌｎｑｍ（Θｍ）＝［ｌｎ珓ｐ（Ｘ，Θ｜Π）］ｊ≠ｍ＋Ｃｏｎｓｔ （１２）
其中［·］ｊ≠ｍ代表对关于Ｘ和Θ中除去Θｍ外的所有变
量求期望，Ｃｏｎｓｔ代表常量．变分分布族假设分解为式
（１３）所示的形式．

ｑ（Θ）＝∏
Ｎ

ｎ＝１
ｑ（ｚｎｍ）∏

Ｍ

ｍ＝１
∏
Ｄ

ｄ＝１
［ｑ（ｕｍｄ）ｑ（ｖｍｄ）］（１３）

利用式（１１）可以得到如下变分后验分布：

ｑ（Ｚ）＝∏
Ｎ

ｎ＝１
∏
Ｍ

ｍ＝１
ｒｚｎｍｎｍ （１４）

ｑ（Ｕ）＝∏
Ｍ

ｍ＝１
∏
Ｄ

ｄ＝１
Ｇ（ｕｍｄ｜α


ｍｄ，β


ｍｄ） （１５）

ｑ（Ｖ）＝∏
Ｍ

ｍ＝１
∏
Ｄ

ｄ＝１
Ｇ（ｖｍｄ｜ｓ


ｍｄ，ｔ


ｍｄ） （１６）

式（１４）～（１６）中的参数在下列公式中进行定义：

ｒｎｍ＝
ρｎｍ

∑
Ｍ

ｋ＝１
ρｎｋ

（１７）

　　ｌｎρｎｍ＝ｌｎπｍ＋∑
Ｄ

ｄ＝１
［Ｒｍｄ＋（珔ｕｍｄ－１）ｌｎｘｎｄ

＋（珋ｖｍｄ－１）ｌｎ（１－ｘｎｄ）］ （１８）

Ｒｍｄ＝ｌｎ
Γ（珔ｕｍｄ＋珋ｖｍｄ）
Γ（珔ｕｍｄ）Γ（珋ｖｍｄ）

＋［Ψ（珔ｕｍｄ＋珋ｖｍｄ）－Ψ（珔ｕｍｄ）］

·（〈ｌｎｕｍｄ〉－ｌｎ珔ｕｍｄ）珔ｕｍｄ
　＋［Ψ（珔ｕｍｄ＋珋ｖｍｄ）－Ψ（珋ｖｍｄ）］
·（〈ｌｎｖｍｄ〉－ｌｎ珋ｖｍｄ）珋ｖｍｄ （１９）

αｍｄ＝αｍｄ＋∑
Ｎ

ｎ＝１
ｒｎｍ［Ψ（珔ｕｍｄ＋珋ｖｍｄ）－Ψ（珔ｕｍｄ）］珔ｕｍｄ

（２０）

βｍｄ＝βｍｄ－∑
Ｎ

ｎ＝１
〈ｚｎｍ〉ｌｎｘｎｄ （２１）

ｓｍｄ＝ｓｍｄ＋∑
Ｎ

ｎ＝１
ｒｎｍ［Ψ（珔ｕｍｄ＋珋ｖｍｄ）－Ψ（珋ｖｍｄ）］珋ｖｍｄ

（２２）

ｔｍｄ＝ｔｍｄ－∑
Ｎ

ｎ＝１
〈ｚｎｍ〉ｌｎ（１－ｘｎｄ） （２３）

式（１８）～（２３）的后验概率的期望表达式如下：

ｒｎｍ＝〈ｚｎｍ〉，珔ｕｍｄ＝
αｍｄ
βｍｄ
，〈ｌｎｕｍｄ〉＝Ψ（α


ｍｄ）－ｌｎβ


ｍｄ；

珋ｖｍｄ＝
ｓｍｄ
ｔｍｄ
，〈ｌｎｖｍｄ〉＝Ψ（ｓ


ｍｄ）－ｌｎｔ


ｍｄ

{ ．

（２４）
式中，Ψ（·）表示 ｄｉｇａｍｍａ函数，〈·〉表示期望．通过
设置变分目标函数珘Ｌ（ｑ）的导数为零，得到混合系数的
估计值如下：

πｍ＝
１
Ｎ∑

Ｎ

ｎ＝１
ｒｎｍ （２５）

式（１４）～（１６）代表的解析解并非显式解，因为求解
这三个分布中的任一分布时，另外两个分布都是未知的，

而且每个分布的计算都需已知其他分布为前提，即表明

这些变量相互耦合．本文提出的扩展变分推理通过循环
迭代计算解决耦合问题．即任意初始化各个变量，然后从
某些变量为起点，反复迭代计算式（１４）～（１６），直至算法
收敛．ＢＭＭ的变分贝叶斯推理过程总结如下：

（１）设定初始参数｛αｍｄ，βｍｄ，ｓｍｄ，ｔｍｄ｝与分量数Ｍ；
（２）利用Ｋ均值初始化ｒｎｍ；
（３）利用式（１４）～（１６）分别更新变分后验分布ｑ

（Ｚ）、ｑ（Ｕ）和ｑ（Ｖ）；
（４）利用式（２５）估计混合系数｛πｍ｝；
（５）重复步骤（２）至（３）直至算法收敛；
（６）选择混合系数大于１０－５的分量，确定分量

数Ｍ．

４　实验结果与分析
　　本节实验分为两部分，首先进行合成数据集实验，并
对比ＢＭＭＳ与ＢＭＭＭ两种算法；然后将ＢＭＭＳ算法应用于
目标分类，并将其与 ＢＭＭＭ、基于单下界变分推理的
ＤＭＭ（ＤＭＭＳ）和基于多下界变分推理的 ＤＭＭ（ＤＭＭＭ）
算法进行对比．各未知参数的初始值设置如下：１）超参数
集｛αｍｄ，βｍｄ，ｓｍｄ，ｔｍｄ｝设置为｛１，０１，１，０１｝；２）混合分量
数Ｍ设置为１５且各分量的系数相同．
４１　仿真实验

为了验证本文提出的ＢＭＭＳ算法的性能，实验中用
程序实现并产生了可以指定混合分量数的服从混合贝

塔分布的四个样本数据集，且样本容量可变．为了表示
方便，实验中选择维度 Ｄ＝２下面用该算法进行参数
估计与模型选择实验．
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表１　不同合成数据集的参数．其中，Ｎｍ代表第ｍ簇内的样本数，ｕｍ１，ｖｍ１，ｕｍ２，ｖｍ２代表真实参数，^ｕｍ１，^ｖｍ１，^ｕｍ２，^ｖｍ２和 π^ｍ代表ＢＭＭＳ算法的估计
结果，珘ｕｍ１，珓ｖｍ１，珘ｕｍ２，珓ｖｍ２和珟πｍ代表ＢＭＭＭ算法的估计结果

数据集 Ｎｍ ｍ ｕｍ１ ｖｍ１ ｕｍ２ ｖｍ２ πｍ ｕ^ｍ１ ｖ^ｍ１ ｕ^ｍ２ ｖ^ｍ２ π^ｍ 珘ｕｍ１ 珓ｖｍ１ 珘ｕｍ２ 珓ｖｍ２ 珟πｍ

１
１２０ １ ８ １２ １８ ４ ０４０ ７８９ １２３２ １７５９ ３８４ ０４０ ８４２ １１２７ １７２３ ４２８ ０３９

１８０ ２ １２ ２４ ６ １２ ０６０ １２２９ ２３９１ ６０７ １１７９ ０６０ １２７２ ２４３６ ５８３ １２３４ ０６１

２

１００ １ ８ ４４ １８ ２４ ０２０ ８１５ ４４２１ １８６１ ２５０１ ０２１ ８２１ ４３０８ １７４７ ２４６５ ０１８

１５０ ２ ２１ ３５ １６ ５ ０３０ ２１７６ ３７２２ １５６４ ５５２ ０３０ ２２０３ ３７８４ １７３２ ４２９ ０３１

２５０ ３ １８ ２４ ８ ３５ ０５０ １７８１ ２２６３ ８０９ ３３６２ ０４９ １９０４ ２５２６ ７３８ ３２６６ ０５１

３

２００ １ ３２ １２ ４０ ２４ ０２０ ３０９３ １２２２ ３８７７ ２４８３ ０２１ ３１４２ １３２５ ４２３１ ２４６８ ０１８

２５０ ２ １２ ３８ ３６ ２４ ０２５ １１８９ ３６６４ ３７２１ ２３６９ ０２５ １２３４ ３９０３ ３４２７ ２２７４ ０２６

３００ ３ １８ ２８ ３８ １２ ０３０ １８２１ ２９９１ ３６４３ １２８４ ０３１ １６２７ ２７４４ ３９８８ １１３５ ０３２

２５０ ４ ３２ ８ ８ ２０ ０２５ ３２９１ ８２６ ７９３ ２１４５ ０２３ ３４２５ ８４５ ９２３ １８６２ ０２４

４

１５０ １ １２ ３２ １４ ８４ ０１５ １２２２ ３１３６ １４２６ ８２３８ ０１４ １３４４ ３１６７ １６０３ ８１３１ ０１７

２００ ２ ３２ １８ ２４ １５ ０２０ ３３０２ １７８９ ２４４２ １５３７ ０２１ ２９７３ １６８０ ２３２４ １４２３ ０２２

３００ ３ ２４ １８ ４８ １２ ０３０ ２４３４ １８６５ ４９１１ １１１５ ０２９ ２５０１ １８８２ ４６１８ １２８９ ０２９

２００ ４ １２ １８ １６ ３２ ０２０ １１８８ １８２１ １６２４ ３２７０ ０２０ １２８６ １７６４ １７３４ ３４７６ ０１８

１５０ ５ １２ ５４ ２４ １８ ０１５ １２０４ ５６２９ ２２９５ １８６３ ０１６ １１２７ ５２２５ ２４６８ １８５３ ０１４

　　表 １给出了真实参数和估计参数．表 ２给出了
ＢＭＭＳ与ＢＭＭＭ两种算法的迭代时间和迭代次数．由表
１和表２可见，ＢＭＭＳ算法比 ＢＭＭＭ算法的估计结果更
准确、收敛速度更快．图１描述了 ＢＭＭＳ算法的变分目
标函数的变化趋势．由图１可以看出，随着迭代次数不
断增加，目标函数逐渐递增直至收敛．图 ２给出了
ＢＭＭＳ算法收敛后混合分量的分布情况．由此可见，
ＢＭＭＳ算法能有效地自动确定混合分量数．

表２　两种算法的性能指标对比

数据集
ＢＭＭＳ ＢＭＭＭ

迭代时间（ｓ） 迭代次数 迭代时间（ｓ） 迭代次数

１ ０１７ ９５ ０２３ １３７

２ ０２３ １５７ ０３８ ２３５

３ ０３５ ２１８ ０５１ ３８９

４ ０３９ ２３２ ０６５ ４３４

４２　目标分类
目标分类是计算机视觉、模式识别、机器学习和人

工智能等领域内最具挑战性的研究课题之一［８，９］，其主

要任务是判断某个目标图形是否属于某个类别．目标
分类在智能监控、图像自动标注、自动图片过滤、图像

检索等领域具有广泛的应用前景．但在实际应用中，环
境的复杂性、局部遮挡、光照变化、形状变化、尺度变

化、颜色变化和姿态变化等综合因素的影响给目标分

类技术的发展带来了巨大的挑战．目前大多数目标分
类系统都采用局部特征描述子表示图像目标，常用的

局部特征主要有ＳＩＦＴ［１０］和ＨＯＧ［１１］，本节实验采用文献

［１２］中所提出的 ＲＨＯＧ特征．检测窗口（ｗｉｎｄｏｗ）和直
方图ｂｉｎ的个数均设置为３，则每幅图像目标样本可以
用一个８１维的特征矢量表示．

本实验采用两个公共图像数据集验证本文所提出

算法的有效性．第一个图像数据集是Ｃａｌｔｅｃｈ４目标数据
集［１３］，由飞机（１０７４幅）、汽车（５２６幅）、人脸（４５０幅）
和摩托车（８２６幅）四类目标图像组成．第二个图像数据
集是ＥＴＨ－８０目标数据集［１４］，该数据集收集了８类目
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标对象，每类目标包含４１０幅图片，共３２８０幅图像．实
验中对每类目标，选取一半图像作为训练样本，另外一

半图像作为测试样本，整个分类过程一共进行１０次实
验，取１０次分类平均值作为最后的测试结果．表３比较
了四种算法对应的识别率均值，图３给出了四种算法
对应的识别率分布的箱形图．从表３和图３可见：（１）
采用单下界变分推理算法的分类精度明显好于采用多

下界的扩展变分推理算法；（２）相比于 ＤＭＭ，ＢＭＭ具
有更强的建模能力．

表３　各种算法分类准确率的比较

图像集 ＢＭＭＳ ＢＭＭＭ ＤＭＭＳ ＤＭＭＭ

Ｃａｌｔｅｃｈ４ ９０８２％ ８９９６％ ８４４１％ ８３１８％

ＥＴＨ－８０ ８０１２％ ７７６１％ ７１９５％ ７１３８％

５　总结
　　针对ＢＭＭ的贝叶斯参数估计问题，本文提出了一

种单下界的扩展变分推理算法，并进行了详细的推导．
大量的仿真数据集和真实数据集的实验结果表明，该

算法可以准确地进行参数估计和模型选择．后续的研
究可以在算法的实时性、准确性与特征选择等方面进

行深入的讨论．
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